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1 Wstep
W niniejszym opracowaniu bedziemy poszukiwaé przyblizonego rozwigzania rownania:
y D)+ 1+ VI+2)y®P () + (¢ + Dy P (1) +ty' () + e Ty(t) = 1+ 12

z warunkiem poczatkowym: y(0) = »'(0) = 3y (0) = y®(0) = 0, metoda Rungego-
Kutty rzedu 2 na przedziale [0, 2].

Przed omoéwieniem programu rozwigzujacego dane zagadnienie oméwimy najpierw
teorie wykorzystywang przez program.

2 Podstawy teoretyczne

2.1 Metoda Rungego—Kutty

W tej czesci zaktadamy, ze czytelnik zna i rozumie zasady dziatania metody Eulera roz-
wiazywania réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Metoda Rungego-Kutty jest bowiem
rozwinieciem tej metody. Stosujemy tu dokladnie te same oznaczenia co przy opisie
metody Euleral.

W metodzie Eulera, do wyznaczenia kolejnych punktéw korzystaliSmy z przyblizo-
nej wartosci pochodnej, wyliczonej za pomoca ilorazu réznicowego (dla ustalonego h).
Podobnie postepujemy w metodzie Rungego-Kutty, z ta réznica, ze tutaj aby wyzna-
czy¢ wartos¢ w wezle wykonujemy kilka wyliczen, bioragc pod uwage réwniez punkty
wewnatrz przedziatu [t;,t;41]. W zaleznosci od tego jak wiele dodatkowych punktow
bierzemy pod uwage, mozemy mowi¢ o réznym rzedzie metody. Metoda Eulera jest
metodg Rungego-Kutty rzedu 1. Metoda Rungego-Kutty rzedu 2 jest opisana przez
nastepujace wzory:
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Przy czym kolejne punkty iteracji dostajemy korzystajac z wzoru:

Yn+1 = Yn + kQ-

!Patrz opracowanie do zadania z metody Eulera: http://www.houp.info/mn/euler.tar.bz2.



W ponizszym rozwigzaniu zastosowano wtasnie metode drugiego rzedu. W zastoso-
waniach praktycznych stosuje sie bardzo czesto metode rzedu 4, gdzie wyliczamy kolejno
wartodci ki, ko, k3, ky korzystajac z wzorow:
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a gtowny krok iteracji liczymy wzorem:
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Teoretycznie mozna mowi¢ tez o metodach wyzszego rzedu. Nie sg one jednak zbyt
czesto stosowane.

Oczywiscie metoda daje nam wzory na wartosci przyblizone rozwigzania w poszcze-
gblnych punktach. Aby otrzymac¢ funkcje bedaca przyblizeniem rozwiazania nalezy zbu-
dowaé krzywa tamana (lub w jaki$ inny sposéb interpolowaé rozwiazanie przechodzace
przez te punkty).

2.2 Réwnania liniowe wyzszego rzedu

Okazuje sig, ze istnieje prosta metoda ,,przerobienia” réwnania liniowego wyzszego rzedu
na uktad réwnan rzedu pierwszego. Innymi stowy — kazde rownanie liniowe jest tozsame
z uktadem (jednego lub wiecej) uktad liniowych rzedu pierwszego.

Rozwazmy zagadnienie postaci:
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Na poczatek wykonamy nastepujace podstawienie:
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No ale wtedy mozemy napisaé¢ réwniez:
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Jest to uktad réwnan liniowych, ktéry mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:
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Innymi stowy — otrzymalisémy réwnanie liniowe pierwszego rzedu, w ktorym role funkcji
A1 B pelnig teraz odpowiednie macierze:

2'(t) = A(t)z(t) + B(t).

Oczywiscie zgodnie z podstawieniem, poszukiwanym przez nas rozwigzaniem jest
pierwsza wspoéhrzedna wektora x(t).

3 Rozwigzanie

3.1 Przeksztalcenie réGwnania

Zgodnie z tym, co mowilismy przed chwila, nasze rownanie mozna przedstawi¢ w po-
staci réwnania liniowego pierwszego rzedu. Ponizej przedstawiono wejsciowe réwnanie
zapisane w postaci macierzowej:
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Majac rownanie zapisane w takiej postaci, mozemy juz stosowa¢ metode Rungego—
Kutty, przy czym wyrazenie f(t,x(t)) nalezy w tym przypadku rozumieé¢ jako funkcje,
ktéra dziata ze zbioru liczby rzeczywistych w zbiér R* i wyraza prawa strone, przedsta-
wionego wyzej rownania macierzowego.

3.2 Program komputerowy realizujacy metode

Program zostal napisany w jezyku C. Pobiera on od uzytkownika liczbe punktow do
wyliczenia. Generuje przyblizone rozwigzanie metoda Eulera oraz Rungego-Kutty rzedu
2 a nastepnie rysuje wykresy (za pomoca pakietu Asymptote). Ponizej zamieszczono
funkcje wyliczajaca kolejne punkty z metody Rungego—Kutty. Poza nig, w programie
jest tez podobna funkcja wyliczajaca punkty metodg Eulera, funkcja gtéwna obstugujaca
wejscie 1 wyjscie oraz kilka funkcji pomocniczych do operowania na wektorach vec4 oraz
funkcja dajace kolejne wartosci prawej strony naszego zagadnienia.



// funkcja generuje kolejne punkty metody Rungego--Kutty

// a - punkt poczgtkowy

// x_0 - warunek poczgtkowy

// h - skok :)

// plot - plik wynikowy

// name - nazwa zmiennej w pliku do ktorej zapisaé wyniki

void get_rk_points (double a, vec4d x 0, double h, FILE *plot,
const char name[32])

{

double t=a;
vecd x;

copy(x-0,x);
vecd x2;
vecd ki1,k2;

forintf(plot,"pair[] %s = {", name);

while(t<=2.0) {
forintf(plot," CAf, %) ,",t,x[0]);
copy(x,x2);

f(t,x,k1);
add(x,0.5%h,k1);

f(t+h*0.5,x,k2);

add(x2,h,k2);

copy(x2,x);
t—+=h;

}

fflush(plot);
fseek(plot,-1,SEEK_CUR);

forintf(plot,"};\n");

Pelny kod Zrédlowy programu (wraz z komentarzami) mozna $ciagnaé ze strony:
http://www.houp.info/mn/rk.tar.bz2.



Ponizej przedstawiono wykresy wygenerowane przez program dla n = 5, 10, 25, 50:

Runge-Kutty 0.3 —————— Runge-Kutty

A

Y 0.34 . v A

Runge-Kutty Y ————<———— Runge—Kutty
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