Zajecia nr. 5:
Funkcja liniowa

6 maja 2005

1 Pojecia podstawowe.

Definicja 1.1 (funkcja liniowa). Niech a i b beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Funkcje
f: R — R dang wzorem: f(x) = ax + b nazywamy liniowa.

Uwaga 1.2. W definicji funkcji liniowej wazne jest to, ze dziedzina tej funkcji jest caly
zbiér liczb rzeczywistych (zwrdéé uwage na zapis f: R — R, czy wiesz co on oznacza?). Na
przyklad funkcja dana wzorem: f(x) = %, cho¢ daje sie sprowadzi¢ do wzoru funkcji
liniowej f(z) = x+ 2, to jednak nie jest funkcja liniowa gdyz jej dziedzing jest Dy = R\{1}.
Z drugiej strony, jesli podany jest jedynie wzor funkcji, to przyjmujemy, ze jej dziedzing jest
tzw. dziedzina naturalna, czyli zbiér tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych ten
wzOr ma sens.

2 Wykres funkcji liniowej.

Wykresem funkcji liniowej f(x) = ax + b jest linia prosta o réwnaniu y = ax + b. Aby
narysowaé wykres funkeji f(x) = ax + b wystarczy znalezé conajmniej dwa dowolne punkty
tego wykresu.

Przyktad 2.1. Niech dana bedzie funkcji liniowa f(z) = 2z — 3. Narysujemy teraz jej
wykres. Wybierzmy dwa punkty nalezace do wykresu. Dla x = 0, mamy f(0) = —3, stad
pierwszym punktem jest (0, —3), natomiast dla x = 1, otrzymujemy f(1) = —1, czyli drugim
punktem bedzie (1,—1). Oba punkty zaznaczamy w ukladzie wspétrzednych i prowadzimy
prosta ktora przez te punkty przechodzi. W ten sposéb otrzymamy wykres funkcji liniowe;
f(z) =2z — 3.




Innym sposobem rysowania wykresu zadanej funkcji liniowej jest tzw. ,szybki wykres”
stosowany szczegdlnie wtedy, gdy parametry a i b sa catkowite. Wystarczy zdaé sobie sprawe,
ze parametr b okresla, w ktérym miejscu wykres przecina o§ OY (bo f(0) = b), natomiast
parametr a méwi nam o ile wzrasta (lub maleje) wartosé funkeji, gdy argument x zwiekszamy
o 1.

Przyktad 2.2 (szybki wykres). Aby zatem narysowaé wykres funkcji f(z) = 2z — 4 zazna-
czamy na osi OY punkt —4 (bo b = —4). Od narysowanego punktu idziemy jedna kratke
w prawo i dwie kratki do gory (bo a = 2) i zaznaczamy kolejny punkt. Od zaznaczonego
punktu znéw poruszamy sie o jedng kratke w prawo i dwie do gory i otrzymujemy kolejne
punkty.
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Laczac otrzymane punkty otrzymujemy prosta ktéra jest wykresem naszej funkcji f.

Przyktad 2.3 (szybki wykres). Jesli parametr a jest ujemny, to wraz ze wzrostem argumentu

x, warto$¢ funkcji bedzie malata. Zatem rysujac wykres np. f(x) = —3x + 2 zaznaczamy na
osi OY punkt 2 (bo b = 2) i poruszamy sie o jedna kratke w prawo i o trzy kratki w dot (bo
a = —3) otrzymujac nowy punkt. Powtarzajac procedure otrzymujemy kolejne punkty:
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Uwaga 2.4. Zauwaz, ze uzywajac metody szybkiego wykresu otrzymujemy dokltadniejszy
rysunek, gdyz dostajemy wiele punktoéw, co nie pozwala na ,rozchwianie” sie rysowanej
prostej.

Problem 2.1. Zauwazmy, ze jesli paramter a nie jest liczbg catkowita, to szkicowanie wykresu
metoda ,szybkiego wykresu“ nie jest juz takie proste. Na przyklad jesli f(z) = %x — 2, to
na osi OY zaznaczamy —2, a nastepnie powinnismy przenies¢ sie o jedng kratke w prawo i
% kratki w gore. Jest to do$¢ trudne do wykonania chyba, ze ... zauwazmy, iz otrzymamy ta
sama prosta poruszajac sie 4 kratki w prawo i 3 kratki do gory:
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3 Wspodlczynnik kierunkowy.

Definicja 3.1 (wspo6tczynnik kierunkowy). Parametr a we wzorze funkcji liniowej f(z) =
azx + b nosi nazwe wspotezynnika kierunkowego.

Po wczesniejszych rozwazaniach dotyczacych szkicowania wykresoéw funkeji liniowych na-
zwa ta nikogo nie dziwi. Rzeczywiscie, to parametr a decyduje o tym, czy wykres opada czy
wznosi si¢ i czy jest bardziej stromy czy raczej niewiele odbiega od prostej poziomej. Jesli w
jednym uktadzie wspéhrzednych umiescimy wykresy funkcji: fi(z) = 2z + 1, fo(z) = 3z + 1,
fs(z) = —x + 1, fa(z) = =4z + 1, f5(z) = 1, to zobaczymy, ze choé wszystkie przechodza
przez punkt (0, 1), to jednak ,rozbiegaja si¢” w réznych kierunkach.
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Fakt 3.2 (monotonicznosé¢ funkcji liniowej). Kazda funkcjia liniowa jest monotoniczna, a
rodzaj jej monotonicznosci zalezy od jej wspotczynnika kierunkowego.
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Fakt 3.3. Jesli wspotczynnik kierunkowy funkcji liniowej f jest rézny od zera (tzn. a # 0)
to funkcja ta jest réznowartosciowa, posiada funkcje odwrotng (ktora jest funkcjq liniowq),
jeg zbiorem wartosci jest caly zbior liczb rzeczywistych © ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

Fakt 3.4. Jesli wspolczynnik kierunkowy funkcji liniowej jest réwny zero, tzn. f(x) =b, to
funkcja ta nie jest roznowartosciowa, nie ma funkcji odwrotnej, jej zbior wartosci jest postaci
{b}, a wykresem jest prosta pozioma (réwnolegta do osi OX ). Jesli wiec b # 0, to funkcja nie
posiada miejsc zerowych, a jesli b= 0, to funkcja ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych.



Whniosek. 7 podanych wyzej faktow wynika, ze funkcja liniowa moze mieé¢ jedno miejsce
zerowe (gdy a # 0), moze nie mie¢ miejsca zerowego (gdy a = 0 oraz b # 0) lub moze mie¢
nieskoriczenie wiele miejsc zerowych (gdy a = b = 0).

Fakt 3.5 (kat nachylenia prostej). Wspdtczynnik kierunkowy funkcji liniowej f jest réwny
tangensowi kgta nachylenia wykresu tej funkcji do osi OX (dokladniej mowige, do prawej
strony tej osi).
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Fakt 3.6 (proste rownoleglte). Dwie proste o rownaniach y = a1x + by i y = asx + by sq
rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy ay = as.

Fakt 3.7 (proste prostopadle). Dwie proste o réwnaniach y = a1x + by i y = asx + by sq
prostopadte wtedy 1 tylko wtedy, gdy ay * as = —1.

Wykresem kazdej funkcji liniowej jest linia prosta. Jednak nie kazda linia prosta jest
wykresem funkcji liniowej. W szczegdlno$ci wszystkie proste o rownaniach x = ¢, gdzie
¢ € R, nie sa wykresami funkcji. Kazda z pozostalych prostych jest wykresem jakiej$ funkeji
liniowe;.

Przyklad 3.8. Znajdziemy teraz wzor funkeji, ktérej wykres jest prosta przedstawiong na
rysunku:

(1.2)

(0.-1)

Poniewaz wykresem jest linia prosta, ktora nie jest pionowa, zatem szukana funkcja jest
liniowa i ma postaé f(z) = ax —1 (skad wiadomo, ze b = —1 7). Poniewaz wykres przechodzi
przez punkt (1,2), zatem f(1) = 2, czyli a — 1 = 2, co daje a = 3. Ostatecznie szukana
postaé funkcji to f(z) =3z — 1.

4 Zadania
Zadanie 1. Ktora z podanych funkcji jest funkcja liniowg?
a) f(z)=3— 4z,

b) flx) =

.’ﬂ2+1 )



c) f(z) =g(3), gdze g(z) = 1,

d) f(l’) _ (a:—l)(x+2).

z24x—2

Zadanie 2 (x). Podaj algorytm ,szybkiego rysowania” wykreséw funkcji postaci f(z) =
Tr + b, gdzie n, k, b sa liczbami catkowitymi.

Zadanie 3 (). Dlaczego proste o réwnaniach x = ¢, gdzie ¢ € R nie sa wykresami funkcji?

Zadanie 4. Znjadz wzér funkcji odwrotnej do podanej i obie funkcje narysuj na jednym
wykresie.

a) f(z)=3z—1,
b) f(a) = —2z +1,
¢) flz)=1z+2,
d) fla)=—lz -1

Zadanie 5. Narysuj wykresy funkcji:

) fla) = =2,

r—2
b) f(z) = =25,
c) f(z) =g(3), gdze g(z) = 7,
d) f(z)=22x+1,dlaz>0.

Zadanie 6. Jesli funkcja f jest dana wzorem funkcji liniowej, ale jej dziedzing nie jest caly
zbiér liczb rzeczywistych, to co mozna powiedzie¢ o jej wykresie?

Zadanie 7. Przez ktore z ¢wiartek uktadu wspotrzednych przechodzi wykres funkeji f(z) =
ax + 1, gdzie a € R? Czy zalezy to od parametru a?

Zadanie 8. Przez ktére z é¢wiartek uktadu wspétrzednych przechodzi wykres funkeji f(z) =
2x + b, gdzie b € R? Czy zalezy to od paramteru b?

Zadanie 9 (x). W zaleznosci od paramteréw wartosci wspétezynnika kierunkowego i wyrazu
wolnego omow:

a) monotonicznos¢,
b) parzystosé,

¢) réznowartosciowosé,
d) postaé zbioru wartosci,

funkcji liniowe;.

Zadanie 10. Ile miejsc zerowych moze mie¢ funkcja liniowa? Podaj przyktad na kazda z
mozliwosci. Jak myslisz jaki bedzie to miato wptyw na liczbe rozwigzan réwnania liniowego.

Zadanie 11. Uzywajac tablic matematycznych, kalkulatora albo komputera, podaj doktad-
ng (lub przyblizona) wartos¢ kata nachylenia podanych prostych do osi OX:

a) f(z)=2x+1,
b) f(z) = —x+ 3,



¢) flz)=a-2,
d) f(z) =3z -2,
e) f(z) =32 +4,

£) flo) =tz +1.

Zadanie 12. Wyznacz wzor funkcji liniowej ktorej wykres:

a) przechodzi przez punkty: A = (1,—1), B = (5,4),

b) przechodzi przez punkt: A = (1,1) i jest réwnoleglty do wykresu funkeji f(x) = 3z — 10,
¢) przechodzi przez punkt: A = (2,1) i jest prostopodaly do wykresu funkcji f(z) = 2z — 4.

Zadanie 13. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji liniowe;j.

Y

a) Wyznacz wzér tej funkeji.

b) Sprawdz czy dla argumentu z = \/51_1 wartosé¢ funkeji jest réwna 4 — 2v/2.

Zadanie 14. Funkcja liniowa jest okreslona wzorem f(x) = (2m + 1)z — 1. Dla jakich
wartosci parametru m:

a) funkcja f jest malejaca,
b) wykres funkcji f jest nachylony do osi OX pod katem 45°,
¢) funkja przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla argumentéow x > 2.

Zadanie 15. Funkcja liniowa jest okreslona wzorem f(z) = (—m + 2)x — 3m. Dla jakich
wartosci parametru m:

a) funkcja f jest rosnaca,

b) wykres funkcji f jest nachylony do osi OX pod katem 135°,

c¢) funkcja f przyjmuje wartosci ujemne tylko dla argumentéow x > 1,

d) funkcja f jest nieparzysta,

e) funkcja f nie posiada funkcji odwrotnej,

f) wykres funkcji f jest prostopadly do wykresu funkcji g(x) = = + 5,

g) wykres funkcji f jest réwnoleglty do wykresu funkcji g(z) = 4o — 4.
)

h) wykres funkcji f przechodzi przez punkt: A = (3,6).



